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Uma demonstracgdo de (2.6) é:

1 ty =12 premissa
2 thh =10 =i
3 o=t =el,2

onde ¢ é x = t,. Uma demonstragdo de (2.7) é:

1 to = t3 premissa
2 t; = to premissa
3 t1 =13 =e 1, 2

onde ¢ ét, = x, de modo que na linha 2 temos ¢[t,/z] e na linha 3 obtemos @[t,/x], como dado

pela regra =e aplicada as linhas 1 e 2. Note como aplicamos a regra =e em diversos casos dife-
rentes.

Nossa discusséo das regras =i e =e mostrou que elas fazem com que a igualdade seja refle-
xwa (2.5), simétrica (2.6) e transitiva (2.7). Essas sdo condi¢des necesséarias minimas para
qualquer conceito razoavel de igualdade. Vamos deixar o t6pico de igualdade por enquanto e
seguir para as regras de demonstragio para os quantificadores.

Regras de demonstragGo para o quantificador universal A regra para eliminar V é a seguinte:

_—VIL‘ ¢ Te
ot/a)

Ela diz o seguinte: se Vx ¢ é verdade, entdo vocé pode substituir « em ¢ por qualquer termo ¢
(supondo, como de habito, a condi¢cdo em paralelo de que ¢ é livre para x em ¢) e concluir que
$[t/x] também é verdade. E evidente, intuitivamente, que essa regra est4 correta.

Lembre-se de que ¢[t/x] é obtida substituindo-se todas as ocorréncias livres de x em ¢ por ¢.
Vocé pode considerar o termo ¢ como sendo um exemplo concreto de x. Como se supde que ¢
é verdadeira para todo z, isso também tem que ocorrer para qualquer termo ¢.

Exemplo 2.11 Para ver a necessidade da condi¢@o em paralelo de que ¢ seja livre para x em ¢,
considere o caso em que ¢ € Jy(x < y) e o termo que ird substituir x € y. Suponha que estamos
falando de nimeros com a relacéo usual ‘menor do que’. A afirmacio V¢ diz que qualquer que
seja 0 nimero 7 existe algum nimero maior 7, o que €, de fato, verdade para nimeros inteiros
ou reais. No entanto, ¢[y/x] é a férmula Jy(y < y), que diz que existe um nimero que € maior
do que ele mesmo. Isso estd errado; e ndo podemos permitir que uma regra de demonstragao
deduza coisas semanticamente erradas de outras semanticamente validas. E claro que o que
deu errado foi o fato de y ter-se tornado preso no processo de substituicdo; y nédo € livre para
2 em ¢. Assim, para ir de Vx¢ a ¢[t/x], a condi¢cdo em paralelo de que ¢ seja livre para x em ¢

tem que ser satisfeita: use uma outra variavel diferente de y para ¢, por exemplo F(x <2) e
depois aplique [y/x] a essa nova férmula, obtendo 3z(y < 2).

A regra Vx i € um pouco mais complicada. Ela usa uma caixa de demonstracdo semelhante as
que vimos na deduc¢éo natural para a légica proposicional, mas dessa vez a caixa marca 0 escopo
da ‘variavel temporéria’ x,, em vez do escopo de uma hipétese. A regra Vx i escreve-se como
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To

dlzo/z]
Voo

Vri.

Ela diz: se, come¢ando com uma variavel ‘nova’ x,, vocé for capaz de provar alguma férmula
Plxr/x] com z,, entdo (Jd que x, € nova) vocé pode deduzir YV ¢. O ponto importante é que
2, é uma varidavel nova que nao aparece em nenhum lugar fora da caixa; ela é um termo ar-
bitrario. Como ndo supusemos nada sobre z,, qualquer elemento poderia ser usado em sey
lugar; daf a conclusao Vag.

Leva algum tempo para se compreender essa regra, ji que ela parece estar indo de um caso
particular de ¢ para o caso geral Va ¢. A condi¢do em paralelo, de que x, ndao aparece fora da
caixa, é que nos permite fazer isso.

Para compreender isso, pense na seguinte analogia. Se vocé quiser provar a alguém que vocé
pode, por exemplo, rasgar uma bola de ténis apertando-a em sua mao, vocé poderia dizer: ‘pode
me dar uma bola de ténis que eu a rasgo’. Entao lhe damos uma bola de ténis e vocé a rasga.
Mas como ter certeza de que vocé poderia rasgar qualquer bola de ténis dessa forma? E claro
que ndo podemos dar todas elas, entdo como podemos ter certeza de que vocé poderia ras-
gar qualquer uma das bolas? Bem, supomos que a que vocé rasgou era uma bola arbitraria, ou
‘aleatéria’, isto €, ndo havia nada de especial nela — como uma bola que vocé tenha ‘prepara-
do’ antes; e isso ¢ suficiente para nos convencer de que vocé poderia rasgar qualquer bola de
ténis. Nossa regra diz que se vocé pode provar ¢ para um z, que nada tem de especial, entdo
vocé pode provar ¢ para qualquer .

Colocando de outra maneira, a passagem de ¢ para V¢ s6 é legitima se chegarmos a ¢ de tal
modo que nenhuma de suas hipéteses contenha x como uma variavel livre. Qualquer hipétese
que tenha x como variavel livre coloca restri¢cdes sobre esse x. Por exemplo, a hipétese ave(x)
confina & ao universo das aves, e qualquer coisa que pudermos demonstrar sobre 2 usando essa

férmula serd uma afirmacio restrita as aves, e ndo sobre qualquer coisa que quisermos.
J& estd na hora de vermos um exemplo de como essas regras de demonstracao funcionam.

Eis uma demonstragdo do argumento Vx(P(x) — @(x)), Vo P(x) F Vx Q(x):

1 Vz (P(x) — Q(x)) premissa
2 Vz P(x) premissa
3 zo P(z9) — Q(z0) Vrzel

4 P(zg) Vre 2

5 Q(zo) —e 3,4
6 VzQ(z) Vri3—5

A estrutura dessa demonstracao é guiada pelo fato de que a conclusdo é uma férmula contendo V.
Para chegar a ela, precisaremos de uma aplica¢cdo de Vx i, de modo que colocamos uma caixa
para controlar o escopo de x,. O resto agora é automatico: demonstramos Vx Q(x) provando
Q(x,); mas este tltimo pode ser demonstrado assim que pudermos provar P(z,) e P(x,) — Q(x,),
que sao casos particulares das premissas (obtidas usando-se Vx e com o termo x,). Note que
escrevemos o nome da varidvel tempordria a esquerda da primeira linha de demonstragdo em

sua caixa de escopo.
Eis um exemplo mais simples que usa apenas Vx e: vamos mostrar a validade do argumento

P(t), Vx(P(x) — -Q(x)) F —Q(¢) para qualquer termo ¢:
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1 P(t) premissa
2 Vo (P(z) — ~Q(z)) premissa
3 P(t) = ~Q(t) Vze2

4 -Q(t) —e3,1

Note que invocamos Vx e usando o mesmo ¢t da premissa P(t). Se tivéssemos invocado Vz e
com ¥y, por exemplo, terfamos obtido P(y) — —Q(y), que seria verdadeira, mas nao adiantaria
nada se y fosse diferente de ¢. Assim, Vx e é, de fato, um esquema de regras, uma para cada
termo ¢ (livre para x em ¢), e devemos fazer nossa escolha de modo a obter padrdes consisten-
tes. Além disso, note que temos regras Vx i e V e para cada varidvel x. Em particular, temos
regras Vy i, Vy e, e assim por diante. Escreveremos Vi e Ve ao falarmos sobre essas regras sem
nos preocuparmos com a variavel particular do quantificador.

Note também que embora os colchetes representando as substituicdes aparecam nas regras
Vi e Ve, eles ndo aparecem quando usamos essas regras. A razao é que fazemos de fato as subs-
tituicoes pedidas. Nas regras, a expressdo ¢[t/x] significa: ‘¢, mas com as ocorréncias livres de
2 substituidas por ¢’. Assim, se ¢ é P(x, y) — Q(v, 2) e a regra se refere a ¢[a/y], fazemos a
substituicdo e escrevemos P(x, a) — Q(a, 2) na demonstracao.

A compreensao das regras para o quantificador universal pode ser auxiliada pela compara-
¢do com as regras para A. De certa forma, as regras para V sdo generalizacdes daquelas para
A: enquanto A junta apenas dois fatores, V age como juntando um montado de férmulas (uma
para cada substitui¢do de suas varidveis). Assim, enquanto Ai tem duas premissas, Vx i tem
uma premissa ¢[x/x] para cada ‘valor’ possivel de x,. De maneira semelhante, onde a elimina-
¢ao da conjuncao permite que vocé deduza de ¢ A 7 qualquer das duas que queira, ¢ ou ¥, a
eliminacido do quantificador universal permite que vocé deduza de Vx¢ a férmula ¢[t/x] para
qualquer ¢ que queira (desde que satisfaca a condicdo em paralelo). Dizendo a mesma coisa de
outra maneira: pense em Vz i como dizendo que, para demonstrar Yx¢, vocé tem que provar
¢lxy/x] para todo valor possivel de zy; enquanto isso, Ai diz que, para demonstrar ¢, A ¢,, vocé
tem que provar ¢, para todo 7 = 1,2.

Regras de demonstragdo para o quantificador existencial A analogia entre V e A se estende
também para 3 e V; vocé até poderia tentar adivinhar as regras para 3 comecando com as regras
para V e aplicando as mesmas idéias que as que relacionam V e A. Por exemplo, vimos que as
regras para a introducédo da disjun¢@o eram um tipo de duais as da eliminac¢do da conjuncao;
para enfatizar esse ponto, poderfamos escrevé-las como

<1)1/\¢52Ae o x
% - dVer

onde k pode ser escolhido como 1 ou 2. Portanto, dada a forma da eliminac¢do do quantifica-
dor universal, podemos inferir que a introducdo do quantificador existencial deve ser, sim-
plesmente,

olt/z)
Jz¢ '

De fato, isso esté correto e diz, simplesmente, que podemos deduzir 3x ¢ sempre que tivermos
¢[t/x] para algum termo ¢ (naturalmente, impomos a condi¢ido em paralelo de que ¢ seja livre
parax em ¢).
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Na regra 3i, vemos que a férmula ¢[t/x] contém, de um ponto de vista computacional, majs
informacéo do que 3x¢. Esta tltima s6 diz que ¢ é verdadeira para algum valor nio especifica-
do de x, enquanto ¢[t/x] tem um exemplo ¢ a sua disposi¢do. Lembre-se de que a notacdo com
colchetes nos pede para efetuar a substituicio. No entanto, a notagio ¢[t/x] engana um pouco,
pois sugere nio somente o exemplo correto ¢, mas também a férmula ¢ propriamente dita. Con.-
sidere a situag@o na qual ¢ é igual a y onde ¢[y/x] é y = y. Entao, vocé pode verificar por voca
mesmo que ¢ poderia ser um monte de coisas, como x = x ou z = y. Assim, Jx¢ vai depender
de qual desses ¢ vocé tinha em mente.

Estendendo a analogia entre 3 e V, a regra Ve nos leva a seguinte formulagio de Je:

Ty Plro/x

dz ¢ X
X

Je.

Como Ve, isso envolve uma anélise de casos. O raciocinio é o seguinte: sabemos que 3z ¢ € ver-
dade, logo ¢ é verdade para pelo menos um ‘valor’ de x. Entao fazemos uma anélise de casos
sobre todos os valores possiveis, escrevendo x, como um valor genérico representando todos
eles. Se supor ¢[xyx] nos permite demonstrar algum _que ndo menciona z,, entao esse x tem
que ser verdade qualquer que seja 0 x, que torna ¢[x/x] verdade. E isso é precisamente o que
a regra Je nos permite deduzir. E claro que temos que impor a condicio em paralelo de que z,
ndo pode ocorrer fora de sua caixa (portanto, em particular, nio pode ocorrer em ). A caixa
estd controlando duas coisas: 0 escopo de x, e também o escopo da hip6tese ¢[zx/z].

Da mesma forma que ao usar ¢, V ¢, vocé tem que estar preparado para que qualquer um
dos ¢, seja verdadeiro, Je diz que ao usar Ix ¢ vocé tem que estar preparado para qualquer
valor possivel ¢[x/x]. Outra maneira de pensar sobre Je é a seguinte: se vocé sabe que 3x ¢ é
verdade e vocé pode deduzir algum x de ¢[x/x], isto €, dando um nome ao elemento que vocé
sabe que existe, entdo vocé pode deduzir ¥ mesmo sem dar nome ao elemento (desde que
néo se refira ao nome x,).

A regra 3x e também é semelhante a Ve no sentido de que ambas sdo regras de eliminacéo
que ndo tém que concluir uma subfdrmula da férmula que estdo a ponto de eliminar. Por favor,
verifique que todas as outras regras de elimina¢do introduzidas até agora tém essa propriedade
de subformula®. Essa propriedade é computacionalmente muito agradavel, pois nos permite
diminuir drasticamente o espaco de busca para uma demonstracio. Infelizmente, 3x e, como
seu primo Ve, nio é desse tipo benigno computacionalmente.

Vamos praticar essas regras em um par de exemplos. Certamente deveriamos ser capazes de
provar a validade do argumento Vx¢ - 3x¢. A demonstracio

i Va ¢ premissa
2 dlz/z] Vzel
) Jx ¢ 3512

prova isso, onde escolhemos ¢ para ser x em relaciao a ambos, Vx e e a 3x i (e note que x € livre

para x em ¢ e que ¢lx/x] é simplesmente ¢ de novo).
Demonstrar a validade do argumento Vz(P(z) — Q (%)), 3x P(x) F 3x Q(x) é mais compli-

cado:

“Para Vx e, fazemos uma substituicdo [#/x], mas ela preserva a estrutura légica de ¢




Logica de Predicados 87

1 Vz (P(z) — Q(x)) premissa

2 Jdz P(x) premissa

3 xzo P(zo) hip6tese

4 P(zo) = Q(zo)  Vzel

5 Q(zo) —e 4,3

6 Jz Q(z) Jzib

7 Jz Q(z) Jze2,3-6

A motivagdo para a introdugéo da caixa na linha 3 dessa demonstracgio é o quantificador exis-
tencial na premissa 3x P(x) que tem que ser eliminada. Note que o 3 na conclusdo tem que
ser introduzido dentro da caixa, e observe a associacio entre esses dois passos. A férmula 3z
Q(2) nalinha 6 é o caso particular de x na regra Je, e ndo contém nenhuma ocorréncia de z,,
logo pode sair da caixa para a linha 7. A ‘demonstracéo’ quase idéntica

1 Vz (P(z) — Q(z)) premissa

2 dw P(x) premissa

3 zo P(zo) hip6tese

4 P(z9) — Q(zo) Vzel

5 Q(=0) —e4,3

6 Q(zo) Jdze2,3-5
7 Jz Q(z) i

nio esté correta! A linha 6 permite que o pardmetro novo x, saia da caixa do escopo que o de-
clara. Isso ndo é permitido, e veremos mais adiante um exemplo em que tal uso ilicito de regras
de demonstracgao leva a argumentos incorretos.

Um argumento com uma demonstracao ligeiramente mais complexa é
Vz (Q(z) — R(z)), 3z (P(z) AQ(z)) + 3z (P(z) A R(z))
e poderia modelar algum argumento verbal do tipo

Se todos os quacres sdo reformistas e se existe wm protestante que também € um -
quacre, entdo tem que existir um protestante que também € reformista.

Uma estratégia de demonstracdo possivel é supor P(x,) A Q(x,), obter o caso particular

Q(x,) — R(x,) a partir de Vx(Q(x) — R(x)) e usar Ae, para colocar nossas mios em Q(x,), 0
que nos da R(x,) via —e...:

1 Vz (Q(z) — R(z)) premissa
2 3z (P(z) AQ(z)) premissa
3 zo P(z0) A Q(z0) hipétese
4 Q(z0) — R(zo) Vrel
5 Q(zo) Nez 3
6 R(z) —e 4,5
7 P(IIJQ) Aey 3
8 P(z9) A R(zo) N T,6
9 3z (P(z) A R(z)) 3zi8
10 dz (P(z) AR(z)) 3Jze2,3-9
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Note a estratégia dessa demonstracio: listamos as duas premissas; a segunda premissa s6 pode ser
usada se aplicarmos 3z e a ela. Isso faz com que coloquemos a caixa de demonstracao nas linhag
3-9, assim como o novo nome de parimetro x,. Como queremos provar que 3z (P(x) A R(x)),
essa férmula tem que ser a ultima na caixa (nosso objetivo) e o resto envolve Vz e e dv i,

Ambas as regras, Vi e Jde, tém a condicio em paralelo de que a nova variavel nao pode ocop.
rer fora da caixa na regra. I claro que essas regras ainda podem ficar umas dentro das outras,
escolhendo um nome diferente (y,, por exemplo) para a nova variavel. Por exemplo, considere
o argumento 3x P(x), VaVy(P(x) — Q) F Yy Q(y). (Olhe como é forte a segunda premis-
sa: dados @, ¥ arbitrarios, se P(x), entao Q(y). Isso significa que, se existe algum objeto com 3
propriedade P, entdo todos os objetos tém a propriedade ¢).) Sua demonstracao € a seguinte:
pegamos um ¥y, arbitrario e demonstramos ¢ (y,); fazemos isso observando que, como algum y
satisfaz P, entdo qualquer y satisfaz Q:

1 du.P(z) premissa

2 VzVy (P(z) — Q(y)) premissa

3 Yo

4 xo P(xg) hip6tese

5 Vy (P(zo) = Q(y)) Vze?2

6 P(zo) = Q(¥o) Vyes

i Q(yo) —e 6,4

8 Q(yo) dzrel,4-7
9 Yy Q(y) Vyi3—8

Nao existe nenhuma razao especial para escolher o nome z, como o da nova variavel que usamos
para Vx e dx e y, como o nome para Vy e Jy. Sé fazemos isso porque fica mais facil para nés,
humanos. Novamente, estudamos a estratégia dessa demonstracdo. Temos que mostrar uma
férmula Yy, o que nos obriga a usar Vy i, isto €, precisamos abrir uma caixa de demonstracio
(linhas 3-8) cujo objetivo é demonstrar um caso particular genérico Q(¥,). Dentro dessa caixa
queremos usar a premissa 3z P(x), que resulta na caixa de demonstracio nas linhas 4-7. Note
que, na linha 8, podemos mover @ (y,) fora da caixa controlada por .

Enfatizamos, repetidamente, o ponto de que as varidveis novas nas regras Je e Vi nao podem
aparecer fora de suas caixas. Eis um exemplo que mostra como as coisas podem dar errado se
nao tivéssemos essa condicdo em paralelo. Considere o argumento invalido 3x P(x), Vx(P(2)
— Q@) F Yy Q). (Compare com o argumento anterior; a segunda premissa agora é muito
mais fraca, s6 nos permitindo concluir ¢ para os objetos para os quais sabemos P.) Eis uma su-
posta ‘demonstragdo’ de sua validade:

1 e Plz) premissa

2 Vz (P(z) — Q(x)) premissa

3 o

4 zo P(xo) hipé6tese

5 P(zg) — Q(=zo) Vze2

6 Q(zo) —e 5,4

4 Q(zo) Jrel,4—6
8

vy Q(y) Vyi3—7 *
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O tltimo passo introduzindo Yy ndo é o errado; esse passo esta correto. O passo errado é o pe-
nultimo, concluindo Q(x,) por 3x e e violando a condi¢@o em paralelo de que ,ndo pode dei-
xar o escopo de sua caixa. Vocé pode tentar ‘demonstrar’ esse argumento de outras maneiras,
mas nenhum deles vai funcionar (supondo que nosso sistema de demonstracoes esta correto
em relacdo a vinculagao semantica, que definiremos na préxima se¢ao). Sem essa condi¢do em
paralelo, serfamos também capazes de demonstrar que ‘todo x satisfaz a propriedade P assim
que um deles satisfaz a propriedade’, um desastre semantico de propor¢des biblicas!

2.3.2 Equivaléncias envolvendo quantificadores

Ja falamos algo sobre equivaléncias entre certas formas de quantificacdo. Agora queremos for-
necer demonstragdes formais de algumas das equivaléncias envolvendo quantificadores mais
usadas. Algumas envolvem diversos quantificadores em mais de uma variavel. Assim, este tépi-
co também € uma boa prética para se usar as regras de demonstracdo para os quantificadores
umas dentro das outras.

Por exemplo, a férmula Vx Vy ¢ deve ser equivalente a Vy Vx ¢, j4 que ambas dizem que ¢
deve ser verdadeira para todos os valores de x e de y. E (Vx ¢) A (Vx ) versus Yz (¢ A ¥)?
Pensando um pouquinho, vemos que elas também devem ter o mesmo significado. Mas e se o
segundo fator ndo comeca com Vx? Ou seja, se estivermos considerando (Vx ¢) A ¥ em geral e
quisermos comparar com V(¢ A 1)? Aqui € preciso ter mais cuidado, pois « pode ser livre em
1 e ficaria preso na férmula V(¢ A ).

Exemplo 2.12 Podemos codificar ‘nem todas as aves podem voar’ como =Vx(A(x) — V(x))
ou como 3x(A(x) A =V(x)). A primeira férmula estd mais préxima da sentenca em portugués,
mas a ultima é logicamente equivalente a primeira. Equivaléncias envolvendo quantificadores
nos ajudam a estabelecer quais codificacdes que ‘parecem’ diferentes estdo, de fato, dizendo a
mesma, coisa.

Eis algumas equivaléncias envolvendo quantificadores com as quais vocé deve se familiari-
zar. Como no Capitulo 1, escreveremos ¢, -+ ¢, como uma abreviatura da validade de ¢, - ¢,

e gyt .

Teorema 2.13 Sejam ¢ e ¢ férmulas da légica de predicados. Entdo, temos as seguintes equi-
valéncias:

1. @) ~Vz¢ -+ Iz ¢
() —3Iz ¢ 4+ Vz .

2. Supondo que x nao € livre em 7:
(@) Yz A1 - Vz (o A)3
(®) VoV -Vz(oVY)
(© JzdAY -3z (P AY)
(@ 3zopVy -3z (pVY)
e Ve(p = ¢) 9y —>Vzo
® 3z(p—¢) V-9
@ Vz(p— )43z — o
M) Fz(p — ¢) v — 3z ¢.

3. (@) Vo AVzy 4V (dp Av)
() 3z Vv Izy -3z (o V Y).

4. (a) VzVyo 4+ VyVz ¢
() Jz3y¢ - Jy3z .

*Lembre-se de que, de acordo com as prioridades estabelecidas, Vx ¢ A ’\b corresponde a (Vx ¢) A ’(l)




DEMONSTRAGAO: Vamos demonstrar a maioria desses argumentos; as demonstragoes dos que
faltam sdo adaptagoes diretas, e ficam como exercicio. Lembre-se de que denotamos qualquer

contradigdo por L.

1. (a) Vamos chegar a proposi¢io desejada demonstrando primeiro a validade de dois argumentos mais
simples: =(p, A p,) - -p, V =p, e depois ~Vx P(x) + Jx—P(x). A razio para provar o primeiro é
ilustrar a relagio estreita que existe entre A e V, por um lado, e entre V e 3, por outro — imagine
um modelo com apenas dois elementos 1 e 2 e tal que p, (7 = 1, 2) representa P(x) avaliado em i,
A idéia é que a demonstragdo desse argumento da l6gica proposicional deve nos inspirar para de-
monstrar o argumento da l6gica de predicados. A razao para demonstrar este tltimo argumento ¢
que ele é um caso particular (no qual ¢ é igual a P(x)) daquele que realmente queremos demons-
trar, de modo que, novamente, deve ser mais facil e, a0 mesmo tempo, fornecer alguma inspiragio,

Entao vamos l4.

1 ~(p1 A p2) premissa
2 =(=p1 V —p2) hip6tese

3 -1 hip6tese “p2 hip6tese

4 -p1V-ps Vip 3 -p1 V-p2 Vig 3

5 €L -e 4,2 1L -e4,2

6 [ PBC 3-5 P2 PBC 3-5
7 P1 A P2 AL 6,6

8 2l -e7,1

9 —p1 V p2 PBC 2-8

Vocé ja viu esse tipo de demonstracdo antes, no Capitulo 1. E um exemplo de algo que precisa de
uma demonstragao por absurdo, ou —=—e, ou LTE (o que significa que simplesmente ndo pode ser
demonstrado no sistema de dedugdo natural restrito que descarta essas trés regras) — de fato,
essa demonstracio usa trés vezes a regra DPA.

Vamos demonstrar agora a validade de -Vx P(x) - 3z—-P(x) de maneira analoga, exceto que,
onde foram usadas as regras para A e V, agora serdo usadas as regras para V e 3:

1 -Vz P(z)  premissa
2 -3z -P(z) hipétese
9 )
4 = P(zo) hipétese
5 Jz-P(z) 3zi4d
6 i -e 5,2
7 P(z0) PBC 4-6
8 Vz P(z) Vzi3-T7
9 s -e §,1

10 Jz-P(z) PBC2-9

Vocé realmente se beneficiaria gastando um tempo para compreender de que modo essa demons-
tracdo imita a anterior. Essa compreensao é muito ttil para se construir demonstracoes na logica



de predicados: vocé primeiro constréi uma demonstragio semelhante na l6gica proposicional e

depois a imita.

A seguir, vamos demonstrar que =Va ¢ F dr—¢ é valida:

© o N o Tl oA W N

—
(=

-V ¢ premissa

-3z -¢  hipltese
Zo

—¢[zo/x] hipbtese

dz—-¢ Jzid

1 —-e 5,2

dlzo/z] PBC4-6

Vz ¢ Vzi3d-7

L -e 8,1

Iz ¢ PBC 2-9

A demonstracdo da validade da reciproca 3x—¢ - —Vx ¢ € mais direta, pois ndo envolve demons-
tracao por absurdo, —-—e ou LTE. Ao contrario de sua reciproca, esse argumento tem uma demons-
tracdo construtiva aceita pelos intuicionistas. Poderiamos, novamente, demonstrar o argumento
proposicional correspondente, mas deixamos isso como exercicio.

1

00 N O Ot b W N

Jx ¢ premissa
Vz ¢ hip6tese

Zo
—¢d[zo/x] hipétese
olzo/x] Vze2
L —-e 5,4
L Jzre1,3—6
-V ¢ —-i 2-7

2. (a) Avalidade de Vx ¢ A ¥ F Vx(¢p A 1) pode ser demonstrada da seguinte maneira:

1 (Vzd) N9 premissa

2 Yz ¢ Aep 1

3 " Aes 1

4 To

5 ¢lzo/ ] Vze 2

6 dlzo/z) A  ALB,3

i (¢ AY)[zo/z] idéntico a 6, ja que & ndo é uma varidvel livre em ¢

8 Vz (¢ A1)

Vzid-—T7
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3. (b)

4. (b)

A demonstragio da reciproca pode ser assim:

1 Vz (¢ A ) premissa

2 To

3 (pAY)[zo/z] Vzel

4 élzo/x] Ay idéntico a 3, jd que X ndo é uma varidvel livre em 1)
5 W Neg 3

6 ¢lzo/x] Ne; 3

7 Vz ¢ Vzi2—6

8

(Vz o) AP AL T,5

Note que a utiliza¢do de Ai na ultima linha é permitida, ja que v foi obtida por um caso particular
arbitrério da férmula na linha 1, embora uma ferramenta formal de suporte para demonstragies
possa reclamar de tal pratica.

A validade do argumento (3x ¢) V (3x ¥) - Jx(¢ V ¢) é demonstrada usando-se a regra Ve, de
modo que temos dois casos principais, cada um dos quais precisa da regra 3z i:

1 (Fz @)V 3z ) premissa

2 dz ¢ dz hip6tese

3 zo Plzo/z] zo Ylzo/z] hipétese

4 olzo/z]VY[zo /2] ¢[mg/x]vw[xo/m] Vi3

5 (¢ VY)[zo/z] (¢ VY)|zo/2] idéntico

6 3z (6 V) 3z (6 V ) 3zi5

7 Iz (¢ V Y) 3z (¢ V ) Jdzxe 2,3-6
8 Az (¢ VY) Ve 1,2—-7

A reciproca tem 3z (¢ V 1) como premissa, de modo que a tltima regra a ser usada em sua de-
monstracdo tem que ser 3x i; para essa regra, precisamos de ¢ V 1) como hipétese tempordria e
precisamos concluir (3x ¢) V (3x v); é claro que a hip6tese ¢ V 9 precisa da andlise de casos
usual:

1 dz (¢ V) premissa

2 zo (¢ VY)zo/z] hipétese

3 dlzo/z] V Y[zo/] idéntico

4 dlzo/z] Y[zo/ ] hipétese

5 dz ¢ 3x 1 Jri4

6 Jz oV Ixy JdzpVvIxy Vid

7 dr ¢V Iz Ve 3,4—6
8 dzx oV 3z dzrel,2—-7

Dada a premissa 3x Jy ¢, temos que colocar as caixas para 3z e 3y uma dentro da outra € concluir
Jy 3x ¢. E claro que temos que obedecer o formato dessas regras de eliminacio como a s<ir
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1 Sy premissn

2 [ xe ( 'l'y/ l/))lln / .1‘"] hipGLene

3 Iy (plag/a])  Idéntico, ja que &, i sho varidvels diferentes

1 o «/)f:fd/:r]lud/y] hipotese o ' d

b dlwo/ylleo/x] idéntico, ja que 2,1, 2o, yo sho varidvels diferentes
6 Jwdlyo/yl  Vaib

T | 3ydes  Wl6 i

8 dy dyed, 47

) Jy A ¢ Jzel, 2-8

A validade da recfproca é demonstrada da mesma forma, trocando-se o8 papéis de z e . ]

+ 2.4 A semantica da l6gica de predicados

Tendo visto como a dedugio natural da l6gica proposicional pode ser estendida para a l6gica de
predicados, vamos considerar agora como a seméantica da légica de predicados funciona. Como
no caso proposicional, a semantica deve fornecer uma caracteriza¢io separada, mas equivalen-
te, dal6gica. Por ‘separada’ queremos dizer que o significado dos conectivos é definido de modo
diferente; na teoria de demonstragio, eles foram definidos por regras de demonstra¢io que for-
neceram uma explica¢do operacional. Em semantica, esperamos algo como uma tabela-verdade,
Por ‘equivalente’ queremos dizer que devemos ser capazes de demonstrar a corregio e o com-
pletamento, como fizemos para a l6gica proposicional — embora uma demonstra¢do completa
da correc¢do e do completamento da l6gica de predicados esteja além do escopo deste livro.

Antes de comegarmos a descrever a semantica da l6gica de predicados, vamos considerar mais
de perto a diferenca real entre a semantica e a teoria de demonstracio. Na teoria de demonstra-
¢ao, 0 objeto bésico que é construido é uma demonstragao. Vamos abreviar por I uma lista de
férmulas como ¢y, @, ..., ¢,. Assim, para provar que I" - 1 é valido, precisamos encontrar uma
demonstracao que va de I' a 1. Por outro lado, como podemos mostrar que 1 nao é conseqiién-
cia de I'? Intuitivamente, isso é mais dificil; como vocé pode mostrar que ndo existe nenhuma
demonstragdo de alguma coisa? Vocé teria que considerar todos os ‘candidatos’ a demonstragao
e mostrar que nao funcionam. Assim, a teoria de demonstrag¢do d4 uma caracterizagio ‘positiva’
da légica; ela fornece evidéncia convincente para afirmacdes como ‘I' - 1) é valida’, mas nao é
muito util para estabelecer evidéncia para afirmacées do tipo ‘T' F ¢ néo é valida’.

A semantica, por outro lado, trabalha de forma oposta. Mostrar que 1 ndo é conseqiiéncia
de I' é a parte facil: basta encontrar um modelo onde todos os ¢; sdo verdadeiros, mas v nao
é. Mostrar que 7 é conseqiiéncia de I', por outro lado, é mais dificil, em principio. Para a légica
proposicional, vocé tem que mostrar que qualquer avaliacdo (uma atribuicéo de valores l6gicos
a todos os 4tomos envolvidos) que faz com que todos os ¢, sejam verdadeiros também torna v
verdadeiro. Se existe um pequeno nimero de avaliagdes, isso nao é tdo complicado. No entan-
to, quando olharmos a légica de predicados veremos que existem uma infinidade de avaliacoes,
que chamaremos de modelos daqui em diante, a considerar. Assim, temos uma caracterizacao
‘negativa’ da légica em semantica. Sabemos que é mais facil estabelecer afirmacées do tipo ‘T" ¥
Y’(3) ndo estd semanticamente vinculada a I") do que estabelecer ‘T" = 1)’(¢ esta vinculada se-
manticamente a I'), pois no caso anterior precisamos considerar apenas um modelo, enquanto
no ultimo caso temos, potencialmente, uma infinidade a considerar.

Tudo isso mostra a importincia de estudar ambos, teoria de demonstracio e seméantica. Por
exemplo, se vocé estd tentando mostrar que v nao é conseqiiéncia de I" e encontra dificuldade,



